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Für lineare Di�erentialgleichungssysteme der Form
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mit zeitinvarianten Polynommatrizen1 A(s) ∈ R[s]η×η, B(s) ∈ R[s]η×m und C(s) ∈
R[s]p×η wird folgende Frage untersucht: Können durch eine statische Ausgangsrückführung
u = Ky, K ∈ Rm×p alle Eigenwerte des Systems beliebig platziert werden? Schon seit ei-
nigen Jahrzehnten wird dieses Problem der Regelungstheorie untersucht und es gilt immer
noch als nicht vollständig gelöst [2]. Ein wesentlicher Fortschritt konnte über den Zugang
von X. A. Wang [3] erzielt werden, der eine hinreichende Bedingung für die Lösbarkeit des
Problems angab. Hier wird dieser Ansatz verallgemeinert und eine neue notwendige und
hinreichende Bedingung angegeben. Es wird das Ziel verfolgt, einen vollautomatischen
Entwurf von stabilisierenden Ausgangsrückführungen zu ermöglichen.

Minimale Basen: Falls die Paare (A,B) und (AT, CT) linksteilerfremd sind, so kann
man die Lösungen der Di�erentialgleichung durch(
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parametrisieren. Dabei ist ξ : t 7→ ξ(t) ∈ Rm eine beliebige aber hinreichend oft di�eren-
zierbare Funktion der Zeit. Die Spalten gi der Matrix G spannen den Lösungsraum des
Di�erentialgleichungssystem auf, sie bilden in ihm eine Basis. Unter allen möglichen Basen
G zeichnen sich solche als besonders geeignet für den Entwurf von Ausgangsrückführungen
aus, die bezüglich der Grade der auftretenden Operatorpolynome minimal sind. Die mini-
malen Polynomgrade der Spalten von G sind zu jedem gegebenen Di�erentialgleichungs-
system (bis auf Anordnung) eindeutig festgelegt. Sie entsprechen den verallgemeinerten
Steuerbarkeitsindizes des Systems (vgl. auch [1]).

Ausgangsrückführungen: Die Darstellung des Systems mit Hilfe einer minimalen Basis
wird genutzt, um das Problem der Eigenwertzuweisung durch statische Ausgangsrückfüh-
rungen zu bearbeiten. Dazu schreibt man die statische Rückführung etwas allgemeiner
als

R

(
y
u

)
= 0, mit R ∈ Rm×(p+m).

(Der oben angegebene Spezialfall entspricht R = (K −I).) Das charakteristische Polynom
des geschlossenen Kreises lässt sich dann mit Hilfe der Abbildung2

χ : Rm×(p+m) → Rn+1

R 7→ det(RG(s))

1Es handelt sich also um Systeme mit m Eingängen und p Ausgängen.
2Die Koe�zienten der Polynome vom Höchstgrad n werden als Koordinaten im Rn+1 aufgefasst.
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als χ(R) = det(RG(s)) = a0+ ...+ans
n darstellen. Der höchste auftretende Polynomgrad

entspricht der dynamischen Ordnung n des Systems, also dem höchsten Polynomgrad aller
Minoren von (A(s) B(s)). Beliebige Eigenwertzuweisbarkeit liegt vor, wenn χ surjektiv
ist. Man kann zeigen, dass dies der Fall ist, wenn die Linearisierung von χ,

dR0χ(·) = trace ( · G(s)adj(R0G(s))) ,

um eine sogenannte �Zentrumsrückführung� R0 mit χ(R0) = det(R0G) = 0 surjektiv
ist, also die Einträge der Matrix G(s)adj(R0G(s)) den Raum der Polynome vom Grad n
aufspannen. Eine Schwierigkeit besteht jedoch in der Wahl eines geeigneten Elements aus
der Menge der Zentrumsrückführungen Z := {R0| det(R0G(s)) = 0 ∀s ∈ C}.

In diesem Vortrag wird gezeigt, dass nicht unbedingt ein einzelnes R0 ∈ Z gefunden
werden muss, sondern dass auch durch die Vereinigung der Bildräume der Ableitungen
um verschiedene Zentrumsrückführungen die Surjektivität von χ gefolgert werden kann.
Es kann bewiesen werden, dass⋃

R0∈Z

dR0χ
[
Rm×(p+m)

]
= Rn+1.

sowohl hinreichend als auch notwendig für beliebige Zuweisbarkeit der Eigenwerte des
Systems ist. Mit dieser Bedingung wird auch der Fall, dass das Produkt der Anzahl
von Ein- und Ausgängen gleich der dynamischen Ordnung des Systems ist (n = mp),
behandelbar.

[1] Forney, G. D.: Minimal bases of rational vector spaces, with applications to multiva-
riable linear systems. SIAM J. Control, 13(3), 1975.

[2] Rosenthal, J., Willems, J. C.: Open problems in the area of pole placement, in �Open
Problems in Mathematical Systems and Control Theory�, Springer, 1998

[3] Wang, X. A.: Grassmannian, Central Projection, and Output Feedback Pole Assi-
gnment of Linear Systems, IEEE Trans. AC(41), 1996
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yu

p Messgrößen

Kann man durch konstante Ausgangsrückführung jedes beliebige 
charakteristische Polynom erzeugen?

m Eingänge
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Gliederung

 Systembeschreibung, dynamische Ordnung, minimale Basis

 statische Ausgangsrückführung

 Formulierung des Problems

 Notwendige Bedingung

 Hinreichende Bedingung 

 Verallgemeinerung 

 Beispiele

 Zusammenfassung und Ausblick
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Systembeschreibung: Bilddarstellung

„Maximalrang“

„Bilddarstellung“

Dann lassen sich Trajektorien parametrisieren durch:

(Beweis über Hermite-Form)

„Koordinaten“ in der Basis
„flacher Ausgang“

Minimale Basen und statische Ausgangsrückführungen
Folie: 4 / 16

Matthias Franke, 
22.09.2010

© Fraunhofer IIS

Systembeschreibung: Minimale Basis

Dynamische Ordnung    :  
maximaler Polynomgrad der Minoren von

maximaler Polynomgrad der Komponenten von

Die Basis     ist minimal, wenn 

Die Spaltengrade sind (bis auf Anordnung) einem System 
eindeutig zugeordnet.
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Statische Ausgangsrückführung: Problemformulierung

Charakteristisches Polynom des geschlossenen Kreises: 

dynamische Ordnung

Ist     surjektiv?
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Kann        surjektiv sein? 

Freie Parameter: Anzahl Nullstellen:

Eigenwertzuweisbarkeit: Notwendige Bedingung

Sei

„äquivalente Matrizen weisen die 
selben Nullstellen zu“

StreckeRegler

Notwendige Bedingung:
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Richtungsableitung in Rtg.

Linearisierung und Zentrumsrückführung

an der Stelle

„Zentrumsrückführungen“

Nullpolynom
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Eigenwertzuweisbarkeit: Hinreichende Bedingung

Spannen die Einträge der Matrix den          auf? 

Polynomkoeffizienten als 
Koordinaten im

Linearisierung um „Zentrumsrückführung“:

bildet in offene Umgebung des 
Ursprungs ab.

(Satz über die implizite Funktion)

ist surjektiv
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dann kann wieder auf Surjektivität von     geschlossen werden
(Beweis Taylorentwicklung und Homogenität).

Im Allgemeinen ist es schwierig ein               zu finden, so dass Gleichheit 
gilt, also meist

Verallgemeinerung: hinreichender Teil

Der Bildraum von             wird bezeichnet mit:

Dann ist der Satz über die implizite Funktion nicht anwendbar. Wenn aber 
mehrere                gefunden werden, so dass
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lässt sich ein passendes konstruieren, so dass

Beweisidee: Zu jedem                     

Verallgemeinerung: Notwendigkeit

ist auch notwendig für Surjektivität von

mit
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Eigenwertzuweisbarkeit: Hinreichende Bedingung

Wie findet man ein geeignetes                 ? 

Im Fall                 gibt es eine Spalte der Basis      mit  

(Minimalität der Basis: )

Man wählt damit ist

Bemerkung:

Zu prüfen ist nun, ob die Einträge der Matrix den
aufspannen. 
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Eingänge,             Ausgänge, dynamische Ordnung 

Beispiel: Destillationskolonne 

LTI-Modell der Regelstrecke, gegeben als Übertragungsfunktion:
[Raisch, 1994]

Frage: Beliebiges charakteristisches Polynom mittels PI-Regler?

Basisdarstellung (echelon-form):

(um Integratoren erweiterte Strecke)

Spaltengrade: 
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Beispiel: Destillationskolonne

ist surjektiv
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Beispiel: Einrad

Eingänge,             Ausgänge, 
dynamische Ordnung 

Messgrößen:

Messgrößen:

charakteristisches Polynom nicht beliebig wählbar!

charakteristisches Polynom beliebig wählbar!
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Zusammenfassung & Ausblick

 Darstellung impliziter linearer zeitinvarianter Systeme durch minimale 
Basen

 Bearbeitung des Problems der konstanten Ausgangsrückführungen ohne 
algebraische Geometrie

 Neue notwendige und hinreichende Bedingung für beliebige 
Zuweisbarkeit des charakteristischen Polynoms

 Konkrete Rückführung lässt sich direkt aus Existenzbedingung 
konstruieren

 Ausgangspunkt für optimale Regler vorgegebener Struktur
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